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1. U jednakokrakom trouglu ABC (AB = BC) je odabrana tacka M takva da je ZAMC =
2/ABC'. Tacka N na duzi AM zadovoljava uslov /ZBNM = ZABC'. Dokazati da je BN =
CM + MN.

Rjesenje: Iz uslova zadatka imamo da je ZAMC =2/ABC i /BNM = /ABC.

A
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Neka je {S} = BNNCM. Tada je ZMSN = ZAMC —/ZBNM = ZABC,paje MN = MS.
Takodje vazi /CBS = /ABC — ZABN = /BAN i /BCS = Z/ABC — /SBC = ZABN.
Kako je AB = BC slijedi da je AABN = ABCS odakle je BN = CS = CM + MS =
CM + MN. O

2. Neka su ay, as, ..., ago14 pozitivni brojevi, takvi da je a; > v/2 za i € {1,2,...,2014}. Dokazati
da tada vazi nejednakost

(aél1 - a% +a; — 2)(a§1 - a% +az—2)--- (a%014 - a%014 + ag014 — 2)

> 22014'
@5 - DB +F - (@B + B - -

Rjesenje: Dovoljno je da dokazemo da

zt— 2?4 —2
2+ 5 -2

> 2, za x> V2.



Gornja nejednacina je ekvivalentna sa
2 —32242>0, z>V2 (1)

Uzimajuéi smjenu 22 = ¢ > 2 prosto dobijamo da je nejednacina (1) ekvivalentna sa t? — 3t +
2=(t—3)2—1>0zat>2 Najmanja vrijednost funkcije ¢(t) = (t — 3)> — 1,¢t > 2 se
postize upravo za t = 2, ¢(2) = 0 i time je nejednakost dokazana. O

. Izracunati zbir
sin? 1° + sin? 2° + - - - + sin?(2014 - 90°).

Uglovi su dati u stepenima (ne u radijanima).

Rjesenje: Kako je sin(x) = cos(90° — z), slijedi

44
sin® 1° + - -+ 4 sin 90° = sin® 90° + sin® 45° + Y (sin” k + sin*(90° — k))
k=1
- 91
= Z(sin2 k+cos’k)+1+4+1/2= 5
k=1
Slicno,
180 90 44 89
270 2/1.0\ __ s 2 2 2 o 2 o_ %Y
Z sin“ k —Zcos (k°) —Z(sm k + cos” k) + cos” 90° 4 cos” 45° = 5
k=91 k=1 k=1
Lako se vidi da je za svako n € N
180 180
D sin®(k°+2-n-90°) =) sin® k° = 90.
k=1 k=1

Zato je
1
sin?1° 4 sin? 2° + - - - 4 sin?(2014 - 90°) = 5 2014+ 90 = 90630.

2

. Nadi prvih 2014 brojeva tako da se n* zavrSava sa 44.

Rjesenje: Neka je n = 10k + [, gdje je [ = 0,1,...,9. Tada je A = (10k +1)?> — 44 =
100k? + 20kl + [? — 44. Kako je broj A djeljiv sa 10, slijedi da I moze biti 2 ili 8. Ako je
[ = 2, onda je 40k — 40 djeljiv sa 100 ako i samo ako (2k — 2) djeljiv sa 5. Dakle k — 1 je
djeljiv sa 5, odnosno k = 5r + 1. Zaklju¢ujemo da je n = nq(r) = 10(5r + 1) + 2. Ako je
[ = 8, tada je 160k + 20 djeljiv sa 100 ako i samo ako 16k + 2 djeljiv sa 10 odnosno 8k + 1
djeljiv sa 5, tj. 3k + 1 djeljiv sa 5. Dakle k = 5r 4 3, pa je n = na(r) = 10(5r + 3) + 8. Kako
je ni(r + 1) — ni(r) = na(r + 1) — na(r) = 50, i na(r) — ni(r) = 26, slijedi da su rjesenja
{ni(r):r=0,...,1006} U {na(r) : 7 =0,...,1006}. O



